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✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❆❚ ❬✽❪✱ ❈P ❬✾✱✶✵❪ ❛♥❞ s♦♠❡ ✇✐t❤ ❆❙P ❬✶✶❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❆❙P t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ t♦
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ♠❛❦❡s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢
❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡❛s✐❡r ❛♥❞ ✐ts s♦❧✈❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✶❪✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ t❤r❡❡❢♦❧❞✿ ✭✐✮ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐♥ ❆❙P✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆❙P✱
✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❆❙P s♦❧✈❡r✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡
t❡❞✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✳
✭✐✐✮ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ ❆❙P✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❛❞✲❤♦❝ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆♥❞ ✸✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♥❣ t♦ ♦✉r t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛② ❞❛t❛✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❡①tr❛❝t
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳
✷ ❘❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✳
▲❡t I = {i1, i2, . . . , i|I|} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 〈sj〉1≤j≤n
✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ ✐t❡♠s sj ∈ I✳
●✐✈❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s s = 〈sj〉1≤j≤n ❛♥❞ s
′ = 〈s′j〉1≤j≤m ✇✐t❤ n ≤ m✱ ✇❡
s❛② t❤❛t s ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s′✱ ❞❡♥♦t❡❞ s  s′✱ ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts n ✐♥t❡❣❡rs
i1 < . . . < in s✉❝❤ t❤❛t sk = s
′
ik
, ∀k ∈ {1, . . . , n}✳
▲❡t D =
{
s1, s2, . . . , sN
}
✱ ❜❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ N s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥②
s❡q✉❡♥❝❡ s✱ ❞❡♥♦t❡❞ supp(s)✱ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s si ∈ D t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ s✿
supp(s) =
∣
∣{si ∈ D|s  si
}∣∣ ✭✶✮
▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P ✸
s
1
s
2
s
3
s
4
s
5
s
6
s
7
❙❡q✳ 〈d, a, b, c〉 〈a, c, b, c〉 〈a, b, c〉 〈a, b, c〉 〈a, c〉 〈b〉 〈c〉
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✼ s❡q✉❡♥❝❡s✳
▲❡t σ ∈ N+ ❜❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②st✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡
s ✐s r❛r❡ ✐✛ supp(s) < σ✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣❛tt❡r♥ ♦r ❛ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r s❤♦rt✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛t✲
t❡r♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s s✉❝❤ t❤❛t supp(s) ≥ σ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✐s t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s ♥♦t r❛r❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s s ❛♥❞
s′✱ ✐❢ s  s′ ❛♥❞ s ✐s r❛r❡✱ t❤❡♥ s′ ✐s r❛r❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t✐✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♠❡❛s✉r❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✭❙❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t D✱
❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s I = {a, b, c, d}✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ p1 = 〈a, b〉
✐s ✹ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ p2 = 〈c, c〉 ✐s ✶✳ ❋♦r ❛ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞ σ = 2✱ p2 ✐s ❛
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ❜✉t p1 ✐s ♥♦t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ r❛r✐t②✱ ❡✈❡r② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
p2 ✐s ❛❧s♦ r❛r❡ ✭❡✳❣✳ 〈a, c, c〉✮✳
❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿ ③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆ ③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛t❛s❡t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡
♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ③❡r♦✲r❛r❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✭♠❘P✮ ✐✛ ✐t ✐s r❛r❡ ❜✉t ❛❧❧ ✐ts
♣r♦♣❡r s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳
mRP = {s|supp(s) < σ ∧ ∀s′ ≺ s, supp(s′) ≥ σ} ✭✷✮
❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✭♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t D ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ ❢♦r σ = 2✳ 〈b, a〉 ✭♥♦t ✜❣✉r❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡✮ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥s♦❢❛r ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ D✳
〈a, c, b〉 ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ♠❘P s✐♥❝❡ 〈c, b〉✱ ♦♥❡ ♦❢
✐ts s✉❜♣❛tt❡r♥s ✭✐✳❡✳ 〈c, b〉 ≺ 〈a, c, b〉✮✱ ✐s r❛r❡✳
✸ ▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ r❛r❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆❙P ✐s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❬✶✷❪✳ ❋r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ t♦
s♦❧✈❡ ✐t✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦❧✈❡r ✜♥❞s ♦✉t ✐ts
s♦❧✉t✐♦♥s✳
❆❙P ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s②♥t❛① t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❧♠♦st ❡❛s② t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠s✳ ❆♥ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ s❡t
✹ ❆✳ ❙❛♠❡t ❡t ❛❧✳
{}
< a > < b > < c > < d >
< a, b > < a, c > < b, c > < c, b > < c, c > < d, a > < d, b > < d, c >
< a, b, c > < a, c, b > < a, c, c > < c, b, c > < d, a, b > < d, b, c >
❋P
❘P
♠❘P
< d, a, b, c > < a, c, b, c >
❋✐❣✳ ✶✳ ▲❛tt✐❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❛t❛s❡t D✳ ❩❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r
s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳ ■♥ ✇❤✐t❡✿ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ✐♥ ❣r❡②✿ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞✿ ♠✐♥✐♠❛❧
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r σ = 2✳
s❡q✭✶✱✶✱❞✮✳ s❡q✭✶✱✷✱❛✮✳ s❡q✭✶✱✸✱❜✮✳ s❡q✭✶✱✹✱❝✮✳
s❡q✭✷✱✶✱❛✮✳ s❡q✭✷✱✷✱❝✮✳ s❡q✭✷✱✸✱❜✮✳ s❡q✭✷✱✹✱❝✮✳
s❡q✭✸✱✶✱❛✮✳ s❡q✭✸✱✷✱❜✮✳ s❡q✭✸✱✸✱❝✮✳
s❡q✭✹✱✶✱❛✮✳ s❡q✭✹✱✷✱❜✮✳ s❡q✭✹✱✸✱❝✮✳
s❡q✭✺✱✶✱❛✮✳ s❡q✭✺✱✷✱❝✮✳
s❡q✭✻✱✶✱❜✮✳
s❡q✭✼✱✶✱❝✮✳
▲✐st✐♥❣ ✶✳✶✳ ❋❛❝ts s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶
♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a0 ✿✲ a1, . . . , am, ♥♦t am+1, . . . , ♥♦t an✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ai ✐s ❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛t♦♠ ❢♦r 0 ≤ i ≤ n ❛♥❞ ♥♦t st❛♥❞s ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❆t♦♠s
❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ s②♥t❛①✳ ■❢ n = 0✱ s✉❝❤ r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
❢❛❝t✳ ■❢ a0 ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ s✉❝❤ r✉❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥
r❡❢❡r t♦ ❏❛♥❤✉♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❆❙P✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞
s♦❧✈❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧✐♥❣♦ ❬✶✸❪✱ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❆❙P ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ r❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞
✜♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❡①tr❛❝t ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥❧②
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢❛❝ts✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛t♦♠s s❡q✭s✱t✱i✮ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t❡♠ i ♦❝❝✉rs ❛t t✐♠❡ t ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ s✳ ▲✐st✐♥❣ ✶✳✶
✐❧❧✉str❛t❡s ❢❛❝ts ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳
✸✳✶ ❊♥✉♠❡r❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❆❙P
▲✐st✐♥❣ ✶✳✷ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■t r❡✉s❡s s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✳ ▲✐♥❡ ✶ ❧✐sts ❛❧❧ ❛t♦♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠ i ∈ I ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛t♦♠s ✐t❡♠✭i✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ t♦❦❡♥ ✧❴✧
st❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡❝✉r ❛♥②✇❤❡r❡✳ ▲✐♥❡ ✷ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐t❡♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐t❡♠s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ▲✐♥❡s ✹ t♦ ✼
❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ✜❧❧ ✉♣
▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P ✺
✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✐t❡♠✹✳ ■t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛t♦♠s ♣❛t✭x✱i✮ ✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ i ∈ I✳ Pr❡❞✐❝❛t❡ ♣❛t♣♦s✴✶ t❛❦❡s ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ ✐t❡♠s✳ ❘✉❧❡s ✇✐t❤ ❝✉r❧② ❜r❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ❛r❡
❝❤♦✐❝❡ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡s ✺ ❛♥❞ ✼✳ ❘✉❧❡ ❛t ❧✐♥❡ ✺ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡♥❣t❤ ❝❤♦✐❝❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♠❛①❧❡♥✳ ▲✐♥❡ ✼ ❝❤♦♦s❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛t♦♠ ♣❛t✴✷ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❳ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✳
▲✐♥❡s ✾ t♦ ✶✸ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✉s❡s t❤❡ ✜❧❧✲❣❛♣s
str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤
s❡q✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ✭❛♥❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡✮ ♣❛tt❡r♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐t❡♠ ✐♥
t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡♥♦t❡s ✜❧❧✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✏r❡❛❞ ✑✳ ▲✐♥❡s ✾ t♦ ✶✶ tr❛✈❡rs❡ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡
s = 〈sj〉1≤j≤n ✐♥ D t♦ ②✐❡❧❞ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❝❝✭s✱l✱pl✮ ✇❤❡r❡ pl ✐s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ l ✐s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s✳ ♦❝❝✭s✱l✱pl✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ pl✲t❤ ✜rst ✐t❡♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ l ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳
▲✐♥❡ ✾ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣❛tt❡r♥ ✐t❡♠✳ ▲✐♥❡ ✶✶
②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ❛t♦♠ ♦❝❝✭s✱l✱pl✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ (l−1)✲t❤ ✐t❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥
(pl − 1) ❛♥❞ t❤❡ pl✲t❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐t❡♠ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ l✲t❤ ♣❛tt❡r♥ ✐t❡♠✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱
❧✐♥❡ ✶✵ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛t♦♠ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ pl ✇✐t❤ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt✭s) ✐s ②✐❡❧❞❡❞ ❧✐♥❡ ✶✸ ✇❤✐❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ t ❤♦❧❞s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣❛tt❡r♥✳
✶ ✐t❡♠✭■✮ ✿✲ s❡q✭❴✱ ❴✱■✮✳
✷ s❡q❧❡♥✭❙✱▲✮ ✿✲ s❡q✭❙✱▲✱❴✮✱ ♥♦t s❡q✭❙✱▲✰✶✱❴✮✳
✹ ♣❛t♣♦s ✭✶✮✳
✺ ④ ♣❛t♣♦s✭❳✰✶✮ ⑥ ✿✲ ♣❛t♣♦s✭❳✮✱ ❳❁♠❛①❧❡♥✳
✻ ♣❛t❧❡♥✭▲✮ ✿✲ ♣❛t♣♦s✭▲✮✱ ♥♦t ♣❛t♣♦s✭▲✰✶✮✳
✼ ✶ ④ ♣❛t✭❳✱■✮ ✿ ✐t❡♠✭■✮ ⑥ ✶ ✿✲ ♣❛t♣♦s✭❳✮✳
✾ ♦❝❝✭❙✱✶✱P✮ ✿✲ ♣❛t✭✶✱■✮✱ s❡q✭❙✱P✱■✮✳
✶✵ ♦❝❝✭❙✱▲✱P✮ ✿✲ ♦❝❝✭❙✱ ▲✱ P✲✶✮✱ s❡q✭❙✱P✱❴✮✳
✶✶ ♦❝❝✭❙✱▲✱P✮ ✿✲ ♦❝❝✭❙✱ ▲✲✶✱ P✲✶✮✱ s❡q✭❙✱P✱❈✮✱ ♣❛t✭▲✱❈✮✳
✶✸ s✉♣♣♦rt✭❙✮ ✿✲ ♦❝❝✭❙✱ ▲✱ ▲❙✮✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✱ s❡q❧❡♥✭❙✱▲❙✮✳
▲✐st✐♥❣ ✶✳✷✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛tt❡r♥s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ✜❧❧✲❣❛♣s str❛t❡❣② ❛♥❞ ✐ts ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡
r❡❛❞❡rs t♦ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ●❡❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✳
✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ r❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭❆❙P✲❘❙▼✮
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣r♦❣r❛♠✳ ❲❤❡r❡ ●❡❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❛❞❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t
♣❛tt❡r♥s✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳
✹ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐t❡♠s❡ts ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
✻ ❆✳ ❙❛♠❡t ❡t ❛❧✳
❋✐❣✳ ✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧❧✲❣❛♣s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✭s❡❡ ▲✐st✐♥❣ ✶✳✷✮ ❢♦r ♣❛tt❡r♥
〈abc〉 ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ 〈. . . a . . . b . . . bdc . . . b . . . 〉✳ ❊❛❝❤ ❜❧❛❝❦✲❝✐r❝❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥❡ ♦❝❝✴✸
❛t♦♠s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❆❙P ❛t♦♠s ♦❢ t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♠✉st
❜❡ str✐❝t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ❛❜♦✈❡ t❤✮✳ t❤ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠
❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✳
✿✲ ★❝♦✉♥t④ ❙ ✿ s✉♣♣♦rt✭❙✮ ⑥ ❃❂ t❤✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡r ♠❛②
♣r✉♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ r❛r❡✴✶
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭s❡❡ ❧✐st✐♥❣ ✶✳✸✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♣❛tt❡r♥ 〈pj〉1≤j≤n✱
✐t ❡✈❛❧✉❛t❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣r❡✜①❡s✳ ❋♦r ❛♥② l, 1 ≤ l ≤
n✱ r❛r❡✭l✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✉❜♣❛tt❡r♥ 〈pj〉1≤j≤l ✐s r❛r❡✳ ▲✐♥❡ ✶✽ ✐♠♣♦s❡s t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ❛t♦♠ r❛r❡✭n✮ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❧❡♥❣t❤✳ ▲✐♥❡ ✶✼ ❣✐✈❡s ❛ s✐♠♣❧❡r ♠❛♥♥❡r
t♦ ②✐❡❧❞ s✉❝❤ ❛t♦♠✿ ✐❢ ❛ ♣r❡✜①✲♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ✐s r❛r❡✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢
❧❡♥❣t❤ l′✱ l′ > l✱ ❛r❡ r❛r❡✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ s♦❧✈❡r ❢r♦♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛❧❧ r✉❧❡s
♦❢ ❧✐♥❡ ✶✺ ❛♥❞ ✐t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♦❝❝✴✸ ❛t♦♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧✐♥❡ ✶✾
♣r✉♥❡s ③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♠♣♦s✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♣♣♦rt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳
✶✺ r❛r❡✭■▲✮✿✲ ■▲❂✶✳✳▲✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✱
✶✻ ★❝♦✉♥t④ ❙ ✿ ♦❝❝✭❙✱ ■▲ ✱ ▲❙✮✱s❡q❧❡♥✭❙✱▲❙✮ ⑥ ❁ t❤✳
✶✼ r❛r❡✭▲✮ ✿✲ r❛r❡✭▲✲✶✮✱ ▲❁❂P▲ ✱ ♣❛t❧❡♥✭P▲✮✳
✶✽ ✿✲ ♥♦t r❛r❡✭▲✮✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✳
✶✾ ✿✲ ♥♦t s✉♣♣♦rt✭❙✮ ✿ s❡q✭❙✱❴✱❴✮✳
▲✐st✐♥❣ ✶✳✸✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ r❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♥❣
❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❆❙P✲▼❘❙▼✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❆❙P✲❘❙▼ t❤❛t ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❝♦♥✲
❞❡♥s❡❞ s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ♠❘P✳
✸✳✸ ❆❙P ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❛r❡ ❙❡q✉❡♥❝❡ ▼✐♥❡r ✭❆❙P✲▼❘❙▼✮
❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ▲✐st✐♥❣ ✶✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛❧❧ s✉❜✲
♣❛tt❡r♥ ♦❢ s✐③❡ n−1 t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛tt❡r♥ p ♦❢ s✐③❡ n ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡t
p = 〈pi〉1≤i≤n ❜❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥✳ p ✐s ❛ ♠❘P ✐✛ ∀u ∈ {1, . . . , n}✱ t❤❡
▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P ✼
❋✐❣✳ ✸✳ ♠❘P ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥ p = 〈a, b, c, d〉 ❛♥❞ u = 3✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t s✉♣♣♦rt p
u
❜✉t ♥♦t p✳ ●r❡② ❞✐s❦s ✐❧❧✉str❛t❡ ♦❝❝✴✸ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❜❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ s♣♦❝❝✴✹✳
s✉❜✲♣❛tt❡r♥ pu = 〈pi〉i∈{1,...,u−1,u+1,...,n} ✐s ❢r❡q✉❡♥t ✭✐✳❡✳ ♥♦t r❛r❡✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✱ p ✐s ❛ ♠❘P ✐✛ ∀p′ ≺ p✱ p′ ✐s ❢r❡q✉❡♥t✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ p ✐s
❛ ♠❘P✱ t❤❡♥ ∀u, pu ✐s ❢r❡q✉❡♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡ s s✉❝❤ t❤❛t s ≺ p✱
∃u s✉❝❤ t❤❛t s ≺ pu✳ ❚❤❡♥✱ ❛s pu ✐s ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❜② ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✱ s ✐s ❢r❡q✉❡♥t t♦♦✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✿ ✭✶✮ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣❛tt❡r♥ p s✉♣♣♦rts ❡❛❝❤ ♣❛t✲
t❡r♥ pu✱ ✭✷✮ ✐❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② pu ❜✉t ♥♦t ❜② p✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧
l ∈ [1, u − 1]✱ ♦❝❝✭s✱l✱pl✮ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❙P ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲✐st✐♥❣ ✶✳✷✱
✇❤❡r❡ (pl)l∈[1,(n−1)] ✐s ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ pu✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ pu ❛♥❞ p ❜❡❢♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ u✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r pu ✐s r❛r❡✳ ■♥ ▲✐st✐♥❣ ✶✳✹✱
❧✐♥❡ ✷✵ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❛❧❧ s✉❜♣❛tt❡r♥s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❯✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♦❝❝✴✸ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱
❛t♦♠s s♣♦❝❝✭s✱u✱l✱pl✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ pu ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✳
▲✐♥❡s ✷✷ t♦ ✷✻ ❝♦♠♣✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥ pu ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❧❧✲❣❛♣s
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ✭✶✮ s♣♦❝❝✴✹ ❛r❡ ②✐❡❧❞❡❞ ♦♥❧②
✐❢ s❡q✉❡♥❝❡ t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s✉♣♣♦rt❡❞
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t pu ≺ p❀ ❛♥❞ ✭✷✮ s♣♦❝❝✴✹ st❛rts ❢r♦♠ ♣❛tt❡r♥ ♣♦s✐t✐♦♥ u ✉s✐♥❣
♦❝❝✭t✱u− 1✱❴✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t♦♠s t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❛❜♦✈❡✳ ▲✐♥❡s ✷✽ t♦ ✸✸ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉❜♣❛tt❡r♥ u
✐s r❛r❡✳ ❚❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♠❛✐♥❧② ❛t ❧✐♥❡s ✸✵✲✸✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② pu ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
p ✭❧✐♥❡ ✸✷✮ ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② pu ❜✉t ♥♦t ❜② p ✭❧✐♥❡ ✸✶✮✱
✐✳❡✳ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♣♦❝❝✴✹ ❛t♦♠s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❧❛st ♣❛tt❡r♥ ✐t❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❧✐♥❡ ✸✸ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛♥s✇❡r s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s✉❜♣❛tt❡r♥ ✐s r❛r❡✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❆❙P t✇♦ ❛♥s✇❡r s❡ts ❝❛♥ ♥♦t s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ●❡❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s♦❧✈❡r ❡①t❡♥s✐♦♥✱
❝❛❧❧❡❞ ❛s♣r✐♥✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ✐✳❡✳ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❛♥② ❧❛r❣❡r ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
♠❘P✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡❢❡rs ❛ ♣✉r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❜✉t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝♦❞✐♥❣✳
✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋✐rst✱
✇❡ ✉s❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♦✉r ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇✐t❤
✽ ❆✳ ❙❛♠❡t ❡t ❛❧✳
✷✵ s✉♣♣❛t✭❯✮ ✿✲ ❯❂✶✳✳▲✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✱ ▲❃✶✳
✷✷ s♣♦❝❝✭❙✱✶✱✷✱P✮ ✿✲ s❡q✭❙✱P✱■✮✱ ♣❛t✭✷✱■✮✱ ♥♦t s✉♣♣♦rt✭❙✮✳
✷✸ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱❯✱P✮ ✿✲ s✉♣♣❛t✭❯✮✱ ♦❝❝✭❙✱❯✲✶✱P✮✱ ♥♦t s✉♣♣♦rt✭❙✮✳
✷✹ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱▲ ✱P✰✶✮ ✿✲ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱▲✱P✮✱ s❡q✭❙✱P✰✶✱❴✮✳
✷✺ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱▲✰✶✱P✰✶✮ ✿✲ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱▲✱P✮✱ s❡q✭❙✱P✰✶✱■✮✱
✷✻ ♣❛t✭▲✰✶✱■✮✳
✷✽ s♣r❛r❡✭❯✱❯✲✶✮✿✲ s♣r❛r❡✭❯✲✶✮✱ s✉♣♣❛t✭❯✮✳
✷✾ s♣r❛r❡✭❯✱▲✮ ✿✲ s♣r❛r❡✭❯✱ ▲✲✶✮✱ ▲❁❂▲P✱ ♣❛t❧❡♥✭▲P✮✳
✸✵ s♣r❛r❡✭❯✱ ■▲✮✿✲ s✉♣♣❛t✭❯✮✱ ■▲❂❯✰✶✳✳▲✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✱
✸✶ ★❝♦✉♥t④ ❙✿ s♣♦❝❝✭❙✱❯✱■▲ ✱▲❙✮✱ s❡q❧❡♥✭❙✱▲❙✮❀
✸✷ ❙✿ s✉♣♣♦rt✭❙✮ ⑥ ❁ t❤✳
✸✸ ✿✲ s♣r❛r❡✭❯✱▲✮✱ ♣❛t❧❡♥✭▲✮✳
▲✐st✐♥❣ ✶✳✹✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣❛rt ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s
♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡
♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳
■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❝❧✐♥❣♦✱ ✈❡rs✐♦♥ ✺✳✵✳ ❆❧❧ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛
❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡r✈❡r ✇✐t❤ ✶✻●❜ ❘❆▼✳ ▼✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❧✐♥❣♦ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞✐s❛❜❧❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ r✉♥ t✐♠❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✹✳✶ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts
■♥ t❤✐s ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ♦✉r ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞✿ ❆❙P✲❘❙▼ ❛♥❞ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ❡①tr❛❝t ♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s❀ ❛♥❞ ❆❙P✲
▼❘❙▼ ❛♥❞ ▼❘●✲❊❳P ❡①tr❛❝t ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ❬✸❪
❛♥❞ ▼❘●✲❊①♣ ❬✶✹❪✱ ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r r❛r❡ ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣✱ t❤❡② ✇❡r❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠✐♥❡ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✹✳
❲❡ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥s s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❖✉r s❡q✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✹ ♣r♦❞✉❝❡s ❞❛t❛s❡ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✸✲
st❡♣ r❡tr♦✲❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■❇▼ ◗✉❡st ❙②♥t❤❡t✐❝ ❉❛t❛
●❡♥❡r❛t♦r✿ ✶✮ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣❛tt❡r♥s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✷✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✱ ❛ ❧✐st
♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✸✮ s②♥t❤❡t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t s♦ t❤❛t ❡❛❝❤
s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st✳ ❚❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐t❡♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ s❡q✉❡♥❝❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛s❡t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳
✹ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s✱ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❣❡♥❡r❛t♦r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❧♣✲♣❛♣❡r✲✶✳❝♦✳♥❢✴
▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P ✾
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❚❤r❡s✲
❤♦❧❞
★♣❛tt❡r♥s ▼❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✭❜②t❡s✮
✭σ✮ ★❘❛r❡ ★♠❘P ❆❙P✲❘❙▼ ❆❙P✲▼❘❙▼ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ▼❘●✲❊❳P
❉❛t❛s❡t ✕ ✶✵✵✵ s❡q✉❡♥❝❡s
✺✪ ✶ ✵✶✶ ✶✶✼ ✷✻✵ ✶✳✵×108 ✵✳✼×108 ✷✳✺×106 ✺✳✶×106
✶✵✪ ✶ ✵✶✶ ✾✾✸ ✺✷✼ ✶✳✵×108 ✵✳✼×108 ✺✳✸×106 ✼✳✺×106
✷✵✪ ✶ ✵✶✷ ✸✻✵ ✷ ✷✽✵ ✶✳✶×108 ✵✳✼×108 ✾✳✻×106 ✶✳✷×107
✸✵✪ ✶ ✵✶✷ ✹✷✽ ✼ ✶✷✸ ✶✳✸×108 ✵✳✾×108 ✾✳✽×106 ✺✳✸×107
❉❛t❛s❡t ✕ ✺✵✵✵ s❡q✉❡♥❝❡s
✺✪ ✶✵✺ ✾✵✼ ✹✼✼ ✶✳✵×108 ✸✳✺×108 ✺✳✷×105 ✺✳✽×105
✶✵✪ ✶✵✾ ✽✻✶ ✾✺✼ ✶✳✵×108 ✸✳✺×108 ✺✳✷×106 ✼✳✸×105
✷✵✪ ✶✶✵ ✽✼✾ ✹ ✼✺✹ ✶✳✵×108 ✸✳✼×108 ✺✳✻×106 ✸✳✼×106
✸✵✪ ✶✶✶ ✵✷✷ ✶✻ ✺✸✵ ✶✳✷×108 ✹✳✽×108 ✼✳✽×106 ✸✳✽×107
❉❛t❛s❡t ✕ ✶✵✵✵✵ s❡q✉❡♥❝❡s
✺✪ ✶✵✽ ✷✻✻ ✹✺✻ ✷✳✵×108 ✻✳✺×108 ✶✳✸×106 ✶✳✸×106
✶✵✪ ✶✶✵ ✸✸✹ ✼✸✹ ✷✳✵×108 ✻✳✺×108 ✸✳✹×106 ✸✳✶×106
✷✵✪ ✶✶✵ ✾✺✺ ✹ ✵✽✻ ✷✳✵×108 ✻✳✺×108 ✺✳✻×106 ✸✳✻×106
✸✵✪ ✶✶✶ ✵✸✻ ✶✵ ✶✼✼ ✷✳✵×108 ✽✳✵×108 ✼✳✷×106 ✼✳✸×106
❚❛❜❧❡ ✷✳ ▼❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❆❙P✲❘❙▼✱ ❆❙P✲▼❘❙▼✱
❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ❛♥❞ ▼❘●✲❊❳P ✇✳r✳t ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ❛♥❞ r❛r✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✇✐t❤ λ = 10✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts r✉♥t✐♠❡s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ✭❛✮✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
❧❡♥❣t❤ (b)✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡ (c)✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✲✭❛✮ t❤❛t ❆❙P✲▼❘❙▼ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢❛st❡r t❤❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t s✐♥❝❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦ ♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
♦❢t❡♥ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❬✶✶✱✶✺❪✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✈✐♥❣ str❛t❡❣② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❆❙P s♦❧✈❡r✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❆❙P✲❘❙▼ ❛♥❞ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ✭♥♦♥✲③❡r♦✲r❛r❡✲♣❛tt❡r♥s✮✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ❤✐❣❤❡r
r✉♥t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❆❙P✲❘❙▼ ✐s ❢❛r ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛♥ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ✐s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❆❙P✲❘❙▼ ✐s ❢❛st❡r ❢♦r
✈❡r② ❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐t
✶✵ ❆✳ ❙❛♠❡t ❡t ❛❧✳
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❆❙P✲❘❙▼ r❡♠❛✐♥s ❢❛✐r❧② ❧♦✇✱
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❆❙P s♦❧✈❡r ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✹✲✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣❡✲
♥❛❧✐s❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ t❤✐s ♣❧♦t ✐s ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❧♦ts ❛♥❞ ❆❙P✲▼❘❙▼ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋✐❣✉r❡ ✹✲✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②
s✐③❡ |I|✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱
s✐♥❝❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ♠❡❛♥s ❢❡✇❡r ✐t❡♠s t♦ ♣r♦❝❡ss ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❞❛t❛s❡t ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡✇❡r ❛r❡ ✐t❡♠s✱ t❤❡ ❢❡✇❡r ❛r❡
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✭✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ s✐③❡✱ |D| ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❧❡♥❣t❤✱ λ✮✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② s✐③❡✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❢♦r
s♠❛❧❧ ✈♦❝❛❜✉❧❛r✐❡s✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧② ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈♦❝❛❜✉❧❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♦❢ ✐t❡♠s✿ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ r❛r❡ ✐t❡♠s✱ t❤❡ ♠❡❛♥
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♠❘P ✐s s♠❛❧❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✶ t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦ r❛r❡ ✭✇✐t❤ ♦✉r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❤♦rt❡r ✐s ❛♥
♠❘P✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧❡ss ❢❛st❡r✳
✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❛r❡ ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❛❧②t✐❝s
❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛② ❛♥❛❧②t✐❝s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡rt ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t ❛ ♥❡✇ r❡s✉❧t ❜✉t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❝♦♠❡s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❆❙P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❤❡r❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❡❛s✐❧②✳ ❈❛r❡ ♣❛t❤✇❛② ❛♥❛❧②t✐❝s ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥
❡①♣❧♦r✐♥❣ ♣❛t✐❡♥t ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛②s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝❛r❡ ✉s❡s✱ ♠♦r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞r✉❣s
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ♣❛t✐❡♥ts ❤❡❛❧t❤✳
❚❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ❛♥❛❧②③❡s ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ ♣❛t✐❡♥ts ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛♥t✐✲❡♣✐❧❡♣t✐❝
❞r✉❣s ✇❤♦ ❤❛❞ ❡♣✐❧❡♣t✐❝ s❡✐③✉r❡s✳ ❘❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✭✐✮
♣❛t✐❡♥ts t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❛r❡ ❝❛r❡ ♣❛t❤✲
✇❛②s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛✈② tr❡❛t♠❡♥ts ✭❝❛♥❝❡r✱ ❤❡♣❛t✐t✐s ❈✱ ❆■❉❙✱
❡t❝✳✮❀ ✭✐✐✮ r❛r❡ ❛❞✈❡rs❡ ❞r✉❣s r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ 500 ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛②s
✇✐t❤ ❞r✉❣s ❞❡❧✐✈❡r✐❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ 101, 793
❡✈❡♥ts✱ ✇✐t❤ |I| = 3, 671✳ ❉r✉❣ ❞❡❧✐✈❡r✐❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ s❡q✭t✱p✱e✮ ❛t♦♠s
✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❞r✉❣✳
❚❤❡ r♦✉❣❤ ♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ σ = 10% ②✐❡❧❞s
7, 758 ♠❘Ps ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st ✸ ✭maxlen = 3✮✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ♥✉♠❜❡r ♠❛❦❡s
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❜② ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s✳
❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚♦♦ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡
♣♦♦r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✉t s♦ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❲❡ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
fmin s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♠✉st ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ fmin ❛♥❞
σ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❛
♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ maxgap ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛✈♦✐❞s t♦
▼✐♥✐♥❣ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❆❙P ✶✶
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❋✐❣✳ ✺✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝❛r❡ ♣❛t❤✇❛②s ✇✳r✳t ❡①♣❡rt ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t✇♦ ♦❢ ✐ts ❡✈❡♥ts ❛r❡ t♦♦ ❢❛r ✐♥ t✐♠❡✳ ■t ❛ss✉♠❡s
t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♠❛② ❝❛✉s❛❧❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ σ = 10% ❛♥❞ maxlen = 3✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✇✳r✳t✳ t❤❡ maxgap ❝♦♥str❛✐♥ts ✈❛❧✉❡ ✭❢r♦♠ ✸ t♦ ✷✺ ❡✈❡♥ts✮✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♠❛①✲❣❛♣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛t✲
t❡r♥s✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ maxgap✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✱ fmin ✭❢r♦♠ ✵✳✹✪
t♦ ✻✪✮✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡r fmin ✐s t♦ σ✱ t❤❡ ❧❡ss t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ♥✉♠✲
❜❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ fmin✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤
fmin = 6% ❢❛❧❧ ❞♦✇♥ t♦ ✽✼✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t♦ ❜❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ t♦ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡①♣❡rt
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ 425s ✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r
t❤❛♥ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤
fmin = 5% ❛♥❞ maxgap = 3✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❢❛❧❧ ❞♦✇♥
t♦ 133✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r✐❡s ♦❢ ❧❛♠♦tr✐❣✐♥❡✱ ❛♥ ❛♥t✐✲
❡♣✐❧❡♣t✐❝ ❞r✉❣✱ ❝♦✲♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❛♥t✐❜✐♦t✐❝s ❝❡❢tr✐❛①♦♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦①✐❝✐❧❧✐♥✳
❚❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❞✈❡rs❡ ❞r✉❣ r❡❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♥❡✇ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧
q✉❡st✐♦♥s✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❡①t❡♥❞s ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦✱ ♥♦t❛❜❧② ●❡❜s❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ✇♦r❦✱ ♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡✲
s✐❣♥ ❡❛s✐❧② ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❛s❦✳ ❲❡ s❤♦✇♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❛t t❤❡ ❆❙P
❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
❜✉t t❤❛t ✐ts ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♠✐❞✲s✐③❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❙P ❬✶✶❪ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦
✉s❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❬✶✺❪ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥s✇❡rs ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉❡s✲
t✐♦♥ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡rt ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❲❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r✉♥❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡❧❡ss ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❜❡♥❡✜t ♦♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
✶✷ ❆✳ ❙❛♠❡t ❡t ❛❧✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P❊P❙ ♣r♦❥❡❝t ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
❋r❡♥❝❤ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥❝② ❢♦r ♠❡❞✐❝✐♥❡s ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❞✉❝ts s❛❢❡t② ✭❆◆❙▼✮✱ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❙❡P❛❉❡❝ ♣r♦❥❡❝t ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❘❡❣✐♦♥ ❇r❡t❛❣♥❡✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
✶✳ ❑♦❤✱ ❨✳❙✳✱ ❘❛✈❛♥❛✱ ❙✳❉✳✿ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❢r♦♠ ❉❛t❛ ✶✵✭✹✮ ✭✷✵✶✻✮ ✶✕✷✾
✷✳ ❍✉✱ ❩✳✱ ❲❛♥❣✱ ❍✳✱ ❩❤✉✱ ❏✳✱ ▲✐✱ ▼✳✱ ◗✐❛♦✱ ❨✳✱ ❉❡♥❣✱ ❈✳✿ ❉✐s❝♦✈❡r② ♦❢ r❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
t♦♣✐❝ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t str❡❛♠✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙■❆▼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣✳ ✭✷✵✶✹✮ ✺✸✸✕✺✹✶
✸✳ ❙③❛t❤♠❛r②✱ ▲✳✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆♣r✐♦r✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞
■♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ✭✷✵✶✹✮ ✽✺✕✾✷
✹✳ ▼✉❣❣❧❡t♦♥✱ ❙✳✱ ❞❡ ❘❛❡❞t✱ ▲✳✿ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✶✾ ✭✶✾✾✹✮ ✻✷✾ ✕ ✻✼✾
✺✳ ❉❡ ❘❛❡❞t✱ ▲✳✱ ●✉♥s✱ ❚✳✱ ◆✐❥ss❡♥✱ ❙✳✿ ❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣✳
■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡
❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ❆❈▼ ✭✷✵✵✽✮ ✷✵✹✕✷✶✷
✻✳ ❙❡❜❛❣✱ ▼✳✱ ❘♦✉✈❡✐r♦❧✱ ❈✳✿ ❈♦♥str❛✐♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥✿ ❆❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ■▲P✳ ■❖❙ Pr❡ss ✭✶✾✾✻✮ ✷✼✼✕✷✾✹
✼✳ ❈♦r❛♣✐✱ ❉✳✱ ❘✉ss♦✱ ❆✳✱ ▲✉♣✉✱ ❊✳✿ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r
✭✷✵✶✶✮ ✾✶✕✾✼
✽✳ ❏❛❜❜♦✉r✱ ❙✳✱ ❙❛✐s✱ ▲✳✱ ❙❛❧❤✐✱ ❨✳✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❙❆❚ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ✐t❡♠✲
s❡t ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P❛❝✐✜❝✲❆s✐❛ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❆❞✈❛♥❝❡s ♦♥
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣✱ P❛rt ■■✳ ✭✷✵✶✺✮ ✻✻✷✕✻✼✹
✾✳ ❉❡ ❘❛❡❞t✱ ▲✳✱ ●✉♥s✱ ❚✳✱ ◆✐❥ss❡♥✱ ❙✳✿ ❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❋♦✉rt❤ ❆❆❆■ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆❆❆■✲✶✵✮✳ ✭✷✵✶✵✮ ✶✻✼✶✕✶✻✼✺
✶✵✳ ●✉♥s✱ ❚✳✱ ❉r✐❡s✱ ❆✳✱ ◆✐❥ss❡♥✱ ❙✳✱ ❚❛❝❦✱ ●✳✱ ❘❛❡❞t✱ ▲✳❉✳✿ ▼✐♥✐♥❣③✐♥❝✿ ❆ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♥❣✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳ ✷✹✹ ✭✷✵✶✼✮ ✻✕✷✾
✶✶✳ ●❡❜s❡r✱ ▼✳✱ ●✉②❡t✱ ❚✳✱ ◗✉✐♥✐♦✉✱ ❘✳✱ ❘♦♠❡r♦✱ ❏✳✱ ❙❝❤❛✉❜✱ ❚✳✿ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❙P✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❋✐❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■✮✳ ✭✷✵✶✻✮ ✶✹✾✼✕✶✺✵✹
✶✷✳ ❏❛♥❤✉♥❡♥✱ ❚✳✱ ◆✐❡♠❡❧ä✱ ■✳✿ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❆■ ▼❛❣❛③✐♥❡
✸✼ ✭✷✵✶✻✮ ✶✸✕✷✹
✶✸✳ ●❡❜s❡r✱ ▼✳✱ ❑❛♠✐♥s❦✐✱ ❘✳✱ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ❇✳✱ ❖str♦✇s❦✐✱ ▼✳✱ ❙❝❤❛✉❜✱ ❚✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱
▼✳✿ P♦t❛ss❝♦✿ ❚❤❡ P♦ts❞❛♠ ❛♥s✇❡r s❡t s♦❧✈✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❆■ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✷✹✭✷✮ ✭✷✵✶✶✮ ✶✵✼✕✶✷✹
✶✹✳ ❙③❛t❤♠❛r②✱ ▲✳✱ ❱❛❧t❝❤❡✈✱ P✳✱ ◆❛♣♦❧✐✱ ❆✳✿ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❢❛♠✐❧②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s
✹✭✸✮ ✭✷✵✶✵✮ ✷✶✾✕✷✸✽
✶✺✳ ◆❡❣r❡✈❡r❣♥❡✱ ❇✳✱ ●✉♥s✱ ❚✳✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❆■ ❛♥❞ ❖❘ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❈♦♥str❛✐♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ✭✷✵✶✺✮ ✷✽✽✕✸✵✺
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
